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APPLICATIONS HOLOMORPHES DE DOMAINES
DISQUE´S NON BORNE´S
Jean-Jacques Loeb
Abstract
We give several extensions to unbounded domains of the following
classical theorem of H. Cartan: A biholomorphism between two
bounded complete circular domains of Cn which fixes the origin
is a linear map. In our paper, pseudo-convexity plays a main role.
Some precise study is done for the case of dimension two and the
case where one of the domains is Cn.
1. Introduction
Les domaines disque´s de Cn ont d’abord e´te´ e´tudie´s par H. Cartan
vers 1930. Rappelons ici qu’un domaine dans Cn est dit disque´ lorsque
l’appartenance de x a` ce domaine implique l’appartenance de zx a` ce
domaine pour tout complexe z de module au plus un. Pour n = 1, les
seuls domaines disque´s sont les disques ou C tout entier. La situation est
beaucoup plus riche en dimension supe`rieure.
Un des plus anciens re´sultats duˆ a` H. Cartan [4] est le suivant. (Son
e´nonce´ original est plus fort que l’e´nonce´ que nous donnons.)
Re´sultat 1 (R1). Soit f un biholomorphisme d’un domaine disque´ X1
sur un autre domaine disque´ X2 envoyant l’origine sur l’origine. Si un
des deux domaines est suppose´ borne´, alors ce biholomorphisme est un
automorphisme line´aire.
Ce the´ore`me est conse´quence du re´sultat suivant (duˆ e´galement a`
H. Cartan).
Re´sultat 2 (R2). Soit V un domaine borne´ de Cn et f une application
holomorphe de V dans lui-meˆme. On suppose que f a un point fixe a et
qu’en ce point fixe, la diffe´rentielle de f soit l’idendite´. Alors f elle-meˆme
est l’idendite´.
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Un troisie`me re´sultat duˆ a` W. Rudin [13] est le suivant (voir aussi
pour le cas de la boule M. Herve´ [7]).
Re´sultat 3 (R3). Soit U un domaine borne´ de Cn suppose´ strictement
convexe, disque´ et borne´ et f une auto-application holomorphe de U lais-
sant fixe l’origine. Alors l’ensemble des points fixes de f est l’intersection
du sous-espace vectoriel de Cn des points fixe´s par Df(0) (diffe´rentielle
de f en 0) avec U .
Dans la suite, nous nous proposons de donner certaines ge´ne´ralisations
de ces the´ore`mes au cas disque´ non borne´. Au de´part, faisons quelques
remarques simples :
Lien entre les Re´sultats 1, 2 et 3. Rappelons que H. Cartan a
montre´ que le Re´sultat 2 implique le Re´sultat 1 de la manie`re sui-
vante : Supposons dans le Re´sultat 1 le domaine X1 borne´. Notons g
l’application re´ciproque de f . Alors pour u complexe de module 1, l’ap-
plication hu : x → g(u
−1f(ux)) est une auto-application holomorphe
de X1 dont on ve´rifie facilement les hypothe`ses du Re´sultat 2, a` savoir :
hu fixe l’origine et sa diffe´rentielle en ce point est l’idendite´. On de´duit
que hu est l’idendite´ pour tout u de module 1, ce qui signifie aussi que
f(ux) = uf(x) pour tout x dans X1 et tout u de module 1. On montre
alors facilement que f est line´aire.
Il est aussi clair que le Re´sultat 3 implique le Re´sultat 2 dans le cas
tre`s particulier ou` V satisfait aux conditions du Re´sultat 3 et lorsque
a est l’origine.
Discussion des hypothe`ses.
1. Le contre-exemple classique au Re´sultat 1 et au Re´sultat 2 dans le
cas non borne´ est le suivant : On prend X1 = X2 = C
2 et f une
application de la forme : (x, y)→ (x, y + l(x)) avec l une fonction
entie`re non nulle ve´rifiant l(0) = l′(0) = 0. Nous allons montrer
dans la suite que malgre´ ce contre-exemple, on peut re´cupe´rer une
certaine partie de le Re´sultat 1 dans le cas non borne´.
2. Dans le cas du the´ore`me de Rudin, on a des exemples de domaines
borne´s disque´s pour lesquels le Re´sultat 3 est mis en de´faut. On
prend par exemple pour domaine le bidisque et pour f l’application
qui a` (x, y) associe (x, x2). Nous essayons ici de mieux comprendre
cette situation.
3. La preuve donne´e par H. Cartan de le Re´sultat 2 est de suppo-
ser f diffe´rent de l’idendite´. Son de´veloppement en polynoˆmes ho-
moge`nes a` l’origine est alors de la forme : f(x) = x + P (x) + · · ·
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avec P le polynoˆme homoge`ne non nul de degre´ le plus bas et
supe´rieur a` un. Le de´veloppement analogue du n-ie`me ite´re´ est
donne´ par : x+ nP (x) + · · · , ce qui viole les ine´galite´s de Cauchy
si on suppose V borne´.
Le the´ore`me de Cartan a e´te´ ge´ne´ralise´ au cas des varie´te´s hyperbo-
liques complexes [1]. En ce qui concerne les domaines disque´s, ceci n’ap-
porte rien de plus car un domaine disque´ hyperbolique est borne´ [11].
Des exemples simples de domaines disque´s non borne´s sont des en-
sembles du type : {z ∈ Cn | |P (z)| < 1} ou` P est un polynoˆme ho-
moge`ne. Afin de mettre en e´vidence certains phe´nome`nes, nous donnons
ici deux classes d’ exemples plus complique´s de domaines disque´s pseudo-
convexes et non borne´s.
Exemple 1. On part d’une suite d’e´le´ments (an, bn) ∈ C
2 ve´rifiant :
an non nul pour tout n, |an| + |bn| = 1 pour tout n et l’ensemble des
directions pointe´es par les vecteurs (an, bn) est dense dans l’ensemble des
directions complexes.
On choisit alors, ce qui est possible, une suite de nombres (cn) stric-
tement positifs tel que la somme des cn ln |an| converge (i.e. soit stric-
tement supe´rieur a` −∞). On peut aussi s’arranger pour que la somme
de la se´rie de terme ge´ne´ral cn soit e´gal a` un. Nous affirmons alors que
la se´rie de terme ge´ne´ral cn ln |anx + bny| converge ou vaut −∞ pour
tout (x, y) ∈ C2 et de´finit une fonction plurisousharmonique (psh) h qui
ve´rifie : h(av) = ln |a| + h(v) pour tout complexe a et tout v ∈ C2.
On remarque d’abord que lorsque max(|x|, |y|) < 1, le terme ge´ne´ral de
la se´rie pre´ce´dente est ne´gatif, donc il y a convergence (e´ventuellement
vers −∞). Les fonctions ln |anx + bny| e´tant aussi psh, il s’en suit que
h est psh comme limite d’une suite de´croissante de fonctions psh au
moins lorsque max(|x|, |y|) < 1. Le passage a` tout C2 se fait en utili-
sant la relation ln |xy| = ln |x| + ln |y|, et permet aussi de montrer la
relation ve´rifie´e par h. La fonction h est diffe´rente de −∞ en (1, 0). Le
domaine disque´ X conside´re´ est alors de´fini comme e´tant l’ensemble des
e´le´ments v de C2 ve´rifiant h(v) < 0. C’est un domaine pseudo-convexe
qui par construction contient un ensemble dense de droites vectorielles.
On pourra remarquer que ceci implique l’inexistence de fonctions psh
continues borne´es non constantes sur X (et a` fortiori de fonctions ho-
lomorphes borne´es non constantes) mais qu’il existe une fonction psh
borne´e non constante sur X a` savoir h.
Exemple 2. C’est un type de domaine construit en prenant l’intersec-
tion d’un domaine X de l’Exemple 1 avec le domaine Z = {(x, y) ∈ C2 |
|y| < 1}. Il est disque´, pseudo-convexe, non borne´ et ne contient pas de
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droite vectorielle car l’axe des x (qui est la seule droite vectorielle incluse
dans Z) n’est pas dans X par construction.
Des re´sultats de Th. J. Barth [2] concernant l’indicatrice de Kobayashi
jouent dans noˆtre article un roˆle important (Parties 1 et 2). L’ide´e de
disque dans le bord (Partie 3) avait e´te´ de´veloppe´e par E. Vesentini [14]
pour les boules. Nos me´thodes concernant la fonction de Green (Partie 4)
sont proches de celles de F. Berteloot et G. Patrizio [3].
2. E´quivalence holomorphe des domaines disque´s
pseudo-convexes
Le the´ore`me suivant est un corollaire imme´diat de le Re´sultat 1 dans
le cas borne´.
The´ore`me 1. Soit f un biholomorphisme entre deux domaines disque´s
dont l’un est pseudo-convexe et qui conserve l’origine. Alors les deux
domaines sont line´airement e´quivalents par Df(0).
Nous ignorons si ce the´ore`me demeure vrai lorsqu’on supprime l’hypo-
the`se de pseudo-convexite´. Notons simplement que l’enveloppe d’holo-
morphie d’un domaine disque´ est univalente et disque´e [12], ce qui per-
met de prolonger le biholomorphisme de de´part en un biholomorphisme
des enveloppes mais ne permet pas de conclure.
2.1. Lien avec l’indicatrice de Kobayashi.
Apre´s avoir donne´ une preuve directe du re´sultat pre´ce´dent,
nous avons constate´ qu’on pouvait le de´duire aise´ment du re´sultat de
Th. J. Barth [2] :
Re´sultat 4. L’indicatrice de Kobayashi d’un domaine disque´ pseudo-
convexe a` l’origine est le domaine lui-meˆme.
Remarque. D’apre´s ce the´ore`me et en utilisant l’Exemple 2, on voit qu’il
existe des indicatrices de Kobayashi non borne´es et sans droite vecto-
rielle.
En vue de ce qui suit, rappelons brie´vement certaines de´finitions et
re´sultats [9] :
De´finition 1. Soit U un domaine e´toile´ de Rn (c’est a` dire un domaine
tel que si x ∈ U , alors tx ∈ U pour tout t ∈ [0, 1]). La jauge jU associe´e
a` U est une fonction positive sur Rn de´finie par :
jU (x) = inf{t > 0 | x/t ∈ U}.
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Cette fonction est semi-continue supe´rieurement (scs) et on a : U = {x |
jU (x) < 1}.
Si U est disque´ dans Cn, alors jU (zx) = |z|jU (x) pour tout complexe z
et tout x ∈ Cn.
La proprie´te´ suivante est e´galement de´montre´e dans [2].
Re´sultat 5. Un domaine disque´ de Cn est pseudo-convexe si et seule-
ment si sa jauge est logarithmiquement plurisousharmonique (log-psh).
De´finition 2. Soit M une varie´te´ complexe et a ∈M . On note Ea l’en-
semble des applications holomorhes f de´finies sur le disque unite´ et a`
valeurs dans M telles que f(0) = a. Alors par de´finition l’indicatrice de
Kobayashi en a, note´e Ka(M), est le sous-ensemble de l’espace tangent
en a dont les e´le´ments sont de la forme rf ′(0) avec r ∈ [0, 1[ et f ∈ Ea.
On montre facilement [9] que l’indicatrice de Kobayashi en un point
est un domaine disque´ dans l’espace tangent.
On a :
Proposition 1. Soit f une application holomorphe d’un domaine dis-
que´ X a` valeurs dans un domaine disque´ Y pseudo-convexe, et qui
envoie l’origine en l’origine. Alors Df(0)(X) ⊆ Y .
Preuve: Soit v ∈ X . Il existe p > 1 tel que la fonction h : z → f(zpv)
soit de´finie et holomorphe sur le disque unite´ ∆ et a` valeurs dans Y .
On de´duit que (1/p)h′(0) = Df(0)v est dans K0(Y ) par de´finition de
l’indicatrice de Kobayashi. Le the´ore`me de Barth dit que K0(Y ) = Y ,
d’ou` le re´sultat.
Preuve du The´ore`me 1: On sait qu’un biholomorphisme transforme do-
maine pseudo-convexe en domaine pseudo-convexe [6]. On applique alors
la proposition pre´ce´dente au biholomorphisme et son inverse pour con-
clure.
2.2. Le cas de Cn.
Un corollaire imme´diat du the´ore`me pre´ce´dent est qu’un domaine
disque´ Y biholomorphe a` Cn est Cn lui-meˆme. En effet, quitte a` composer
par une translation de Cn, on peut supposer l’origine fixe´e. La pseudo-
convexite´ de Cn permet de conclure. Ce re´sultat qui se traduit par la non
existence d’un domaine de Fatou-Bieberbach disque´ peut eˆtre renforce´
par le the´ore`me suivant :
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The´ore`me 2. Soit X un domaine disque´ dans Cn. Alors X est ne´ce-
ssairement e´gal a` Cn dans les cas suivants :
1) Il existe une application holomorphe propre de X dans Cn.
2) Il existe une application holomorphe propre de Cn dans X.
3) X est pseudo-convexe et il existe une application holomorphe non
de´ge´ne´re´e (i.e. de Jacobien non identiquement nul) de Cn dans X.
Avant de passer a` la preuve, nous faisons les remarques suivantes :
a) Pour 1), il nous parait difficile d’affaiblir la condition de proprete´,
meˆme dans le cas n = 1 et Y = ∆.
b) Le 3) peut eˆtre pris en de´faut si X n’est pas pseudo-convexe. On
prend pour X le comple´mentaire dans C2 de l’ensemble des (0, b)
avec |b| ≥ 1. L’application (x, y) → (x, xy) est une application
holomorphe non de´ge´ne´re´e de C2 dans X .
Preuve: Le point essentiel ici est qu’il existe sur un domaine disque´ qui
n’est pas l’espace entier, une fonction log-psh (et donc psh) borne´e et
non constante a` savoir la jauge. Or une telle fonction n’existe pas pour
Cn (the´ore`me de Liouville [8]).
Preuve de 1): On sait que si on a une application holomorphe propre
entre deux domaines de Cn, la pseudo-convexite´ d’un des domaines im-
plique la pseudo-convexite´ de l’autre [6]. Donc X est pseudo-convexe.
Supposons X diffe´rent de Cn et notons j la jauge de X . Soit f une ap-
plication holomorphe propre de X dans Cn. Pour t dans Cn, on pose :
h(t) = maxs∈Ft j(s) ou` on note Ft la fibre de l’application f au-dessus
de t. D’apre`s un the´ore`me de Klimek [8, p. 73], la fonction h est psh
sur Cn. Elle est e´videmment borne´e. De plus, elle est non constante car
j sans atteindre la valeur 1 sur X prend des valeurs aussi proche de 1
qu’on veut. On a donc une contradiction avec le the´ore`me de Liouville
et donc X = Cn.
3) implique 2) car on a vu que X est ne´cessairement pseudo-convexe.
De plus une application holomorphe propre est non de´ge´ne´re´e.
Preuve de 3): Soit f une application non de´ge´ne´re´e de Cn dans X sup-
pose´ distinct de Cn. La fonction j ◦ f (avec j jauge de X) est psh sur Cn
et donc e´gale a` une constante c comprise entre 0 et 1. Comme f est non
de´ge´ne´re´e, ceci implique que j vaut c sur un ouvert non vide de X .
Premier cas : c = 0. La fonction j e´tant log-psh et non identique-
ment nulle, on de´duit que l’ensemble {j = 0} est pluripolaire et donc
d’inte´rieur vide. Ce cas ne peut se produire.
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Deuxie`me cas : c 6= 0.Alors les ensembles {j = s} avec s 6= 0 forment une
famille non de´nombrable d’ensembles disjoints deux a` deux et d’inte´rieurs
non vides comme homothe´tiques de {j = c}, ce qui est impossible.
2.3. Remarques sur le cas quasi-disque´.
Les re´sultats du the´ore`me pre´ce´dent restent vrais si on remplace disque´
par quasi-disque´. Faisons quelques rappels : On se donne d = (d1 · · ·dn)
un n-uple´ de nombres entiers strictement positifs et premiers entre eux.
Pour x = (x1, . . . xn) ∈ C
n et t ∈ C, on pose : tdx = (td1x1, . . . , t
dnxn).
Un domaine X dans Cn est appele´ quasi-disque´ de type d si pour
tout x ∈ X et tout t complexe de module au plus un, on a : tdx ∈ X . La
jauge jX pour un quasi-disque´X de type d se de´finit de la meˆme manie`re
que pour un disque´, a` savoir que pour v ∈ Cn, on a : jX(v) = inf{t >
0 | (t−1)dv ∈ X}. On ve´rifie que X = {v | jX(v) < 1}. La jauge est
semi-continue supe´rieurement et on a e´galement pour tout complexe t et
tout v ∈ Cn : jX(t
dv) = |t|jX(v). La proposition suivante ge´ne´ralise le
the´ore`me de Barth :
Proposition 2. La jauge jX est log-psh si et seulement si X est pseudo-
convexe.
Nous ne donnerons pas la preuve qui est une simple adaptation de celle
donne´e par Barth dans le cas disque´. La ge´ne´ralisation du The´ore`me 2
au cas quasi-disque´ s’en de´duit.
3. Lemme de Schwarz et applications
Nous donnons ici un lemme de Schwarz duˆ a` A. Sadullaev [10]. Pour
eˆtre complet, nous en donnons ici la preuve. Ce lemme permet d’e´tablir
certaines ge´ne´ralisations de le Re´sultat 2 et le Re´sultat 3 au cas disque´
non borne´.
Dans le cas de la dimension deux, nous arrivons a` un re´sultat presque
optimal concernant le Re´sultat 2.
Lemme 1. Soit f une application holomorphe de ∆ a` valeurs dans un
domaine disque´ X pseudoconvexe et ve´rifiant f(0) = 0. Alors on a :
1) jX ◦ f(z) ≤ |z|.
2) Si l’ine´galite´ devient une e´galite´ en un point z 6= 0 ou si j(f ′(0)) =
1, alors l’ine´galite´ pre´ce´dente devient une e´galite´ pour tout z
dans ∆ et ne´cessairement on a : jX(f
′(0)) = 1.
Preuve: L’application f(z)/z est holomorphe sur ∆. On voit que
jX(f(z)/z) =
jX (f(z))
|z| est plus petit que 1/r pour |z| = r (r < 1).
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Le principe du maximum applique´ a` la fonction psh jX(f(z)/z) montre
que cette fonction est plus petite que 1/r pour |z| ≤ r. En faisant tendre
r vers 1, on obtient le 1). Les hypothe`ses du 2) signifient que la fonction
psh jX(f(z)/z) atteint son maximum 1 en un point de ∆ donc elle est
constante ce qui termine la preuve.
Discussion du cas de l’e´galite´. On suppose qu’on a l’e´galite´ dans le
lemme pre´ce´dent. Deux situations se pre´sentent : a) f(z) = zf ′(0) pour
tout z ∈ ∆. b) si a) n’est pas ve´rifie´, alors ne´cessairement, il existe une
application holomorphe non constante h de ∆ a` valeurs dans X telle que
j ◦ h soit identiquement 1.
En vue de ce qui suit,on introduit l’hypothe`se (H) suivante :
(H) Un disque´ X satisfait a` (H) si pour toute application holomorphe :
f : C → X (qu’on appellera application entie`re par la suite) et
ve´rifiant f(0) = 0, l’image de f (qu’on appellera courbe entie`re
par la suite) est contenue dans une droite vectorielle.
Le cas de la dimension deux fait l’objet de la proposition suivante :
Proposition 3. Un disque´ pseudoconvexe X de C2 et diffe´rent de C2
satisfait (H).
Preuve: Si f est une application entie`re a` valeur dans X , alors par Liou-
ville, jX ◦ f est constante. Si de plus f(0) = 0, alors jX ◦ f est identi-
quement nulle. Par l’homoge´ne´ite´ de jX , le sous-ensemble S de C
2 de´fini
par : S := {af(z) | a ∈ C, z ∈ C} est contenu dans {jX = 0} et cet
ensemble est pluripolaire car on a : X 6= C2 et jX log-psh. Supposons
maintenant que f(C) ne soit pas contenu dans une droite complexe. En
notant p la projection canonique de C2 − (0) sur la droite projective, on
voit que p(f(C)) est d’inte´rieur non vide. Il en est alors de meˆme de S,
ce qui est contradictoire avec sa pluripolarite´. Donc (H) est bien ve´rifie´e
pour X .
Par la suite, on notera de manie`re ge´ne´rale p la projection canonique
de Cn − (0) sur l’espace projectif Pn−1.
Avant d’introduire la de´finition principale de ce paragraphe, on fait
la remarque e´le´mentaire suivante : Soit X un domaine disque´ de di-
mension n. On se donne une direction d de Cn qu’on peut voir comme
e´le´ment de Pn−1, et qu’on peut e´crire sous la forme d = p(v). Si jX(v)
est non nul, on peut quitte a` changer v supposer que jX(v) = 1. Dans le
cas oppose´ on aura jX(v) = 0 pour tout repre´sentant. On dira dans ce
dernier cas que d est une direction entie`re.
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De´finition 3. Soit X un domaine disque´ pseudo-convexe et ve´ri-
fiant (H). On dira qu’une direction d est bonne dans les deux cas sui-
vants :
1) d est une direction entie`re.
2) d = p(v) avec jX(v) = 1 et il n’existe pas d’application holomorphe
non constante f de ∆ dansl’ensemble {x | jX(x) = 1} avec f(0) =
v. (On peut exprimer ceci en disant qu’il n’existe pas de vrai disque
analytique contenu dans l’ensemble {jX = 1} et passant par v.)
Exemple 3. Si X est le bidisque ∆×∆, alors les bonnes directions sont
de la forme p((u, v)) avec u et v de module 1.
On donne maintenant les ge´ne´ralisations des Re´sultats 2 et 3.
Dans la proposition et le the´ore`me qui suit, on notera X un domaine
disque´ pseudo-convexe dans Cn.
Proposition 4. Soit f une auto-application holomorphe de X fixant
l’origine. On a pour tout x ∈ X : jX(f(x)) ≤ jX(x).
De plus si Df(0)x = x pour un certain x, on a : jX(f(x)) = jX(x).
En particulier, si Df(0) vaut l’idendite´, alors l’ine´galite´ pre´ce´dente
devient une e´galite´ pour tout x dans X.
The´ore`me 3.
A) On suppose l’ensemble des bonnes directions de X non inclus dans
un sous-ensemble alge´brique propre de Pn−1 et que X ve´rifie (H),
alors :
(R2) Toute auto-application holomorphe de X conservant l’origine
et tangent a` l’idendite´ en ce point vaut l’idendite´.
(R1) Tout biholomorphisme d’un domaine disque´ sur X et conser-
vant l’origine est line´aire.
B) On suppose que X ne contient pas de droite complexe vectorielle
et que toutes les directions sont bonnes, alors :
(R3) L’ensemble des points fixes d’une auto-application holomorphe
conservant l’origine est l’intersection de X et du sous-espace
vectoriel des points fixe´s par Df(0).
Remarque. Si n = 2, la condition A) signifie simplement qu’il y a un
nombre infini de bonnes directions.
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Preuve de la Proposition 4: Supposons d’abord que jX(x) = 0. Alors on
a une application entie`re z → f(zx) a` valeurs dans X et ceci implique
comme on l’a de´ja` vu que jX(f(zx)) est identiquement nul. En particulier
jX(f(x)) est nul. La proposition est alors e´vidente dans ce cas.
Pour l’autre cas, on applique le lemme de Schwarz a` la fonction z →
f(zv) en supposant jX(v) = 1.
En vue de la preuve du the´ore`me, on utilise le lemme :
Lemme 2. Soit f une application holomorphe d’un domaine disque´
de Cn a` valeurs dans Cn. Alors l’ensemble des droites complexes vec-
torielles qui sont envoye´es sur elle-meˆmes forment (par projection cano-
nique) un sous-ensemble alge´brique de Pn−1.
Preuve: On e´crit que deux vecteurs de Cn sont line´airement de´pendants
en e´crivant que tous les deux-mineurs de la matrice forme´e par les
deux vecteurs sont nuls. On e´crit ensuite que la droite vectorielle de´finie
par x 6= 0 est envoye´e sur elle-meˆme si et seulement si x et f(ax) sont
line´airement de´pendants pour tout a ∈ ∆. Le de´veloppement a` l’ori-
gine de f en se´rie d’applications polynomiales homoge`nes montre que
la condition pre´ce´dentes se traduit par la nullite´ en x d’une famille de
polynoˆmes homoge`nes, ce qui est la conclusion de´sire´e.
Preuve du The´ore`me 3: Prouvons d’abord A) (R2). Soit d une bonne
direction.
Si d n’est pas entie`re, on e´crit d = p(v) avec jX(v) = 1. D’apre`s la
proposition pre´ce´dente, on a jX(f(zv)) = |z| pour tout z ∈ ∆ et comme
d est une bonne direction, ceci implique que f(zv) = zv pour tout z ∈ ∆.
Soit ensuite le cas d = p(x) entie`re. On conside`re l’application en-
tie`re z → f(zx) a` valeurs dans X . L’hypothe`se (H) jointe a` Df(0) =
id permet de conclure que f(zx) est a` valeur dans la droite vectorielle
engendre´e par x.
Le lemme pre´ce´dent joint a` l’hypothe`se sur les bonnes directions
montre que toutes les droites vectorielles sont envoye´es dans elle-meˆmes.
Il existe alors une fonction a de´finie sur X dont on ve´rifie facilement
qu’elle est holomorphe et telle que : f(x) = a(x)x pour tout x ∈ X .
L’hypothe`se Df(0) = id implique a(0) = 1 et d’apre`s la proposition
pre´ce´dente, on a aussi : JX(f(x)) = JX(x) pour tout x. On en de´duit
d’abord que le module de a est constant e´gal a` un puis que a elle-meˆme
est identiquement e´gale a` un, ce qui termine la preuve de (R2). La preuve
de (R1) est alors exactement celle donne´e par H. Cartan.
B) (R3). Pour v telle que jX(v) = 1, on applique le lemme de Schwarz
a` la fonction z → f(zv) et on conclut graˆce a` l’hypothe`se.
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On peut renforcer (R2) par la proposition suivante :
Proposition 5. Soit X un domaine pseudo-convexe disque´ ve´rifiant
(R2), et f une auto-application holomorphe propre fixant l’origine et
telle que Df(0) soit diagonalisable avec ses valeurs propres de modules
tous e´gaux a` 1. Alors f est line´aire.
Pour la preuve, on utilise le lemme e´le´mentaire suivant :
Lemme 3. Soit A un automorphisme line´aire de Rn qui envoie un ou-
vert X dans lui-meˆme. On suppose A diagonalisable (au sens complexe)
avec ses valeurs propres de module 1. Alors A(X) = X.
Preuve du Lemme 3: Remarquons d’abord que le sous-ensemble forme´
des matrices de Gl(n,R) qui envoient X dans lui-meˆme est ferme´ dans
Gl(n,R). En effet B est dans ce sous-ensemble si et seulement si B−1
envoie le comple´mentaire de X (qui est ferme´) dans lui-meˆme.
Soit maintenant A ve´rifiant les hypothe`ses du lemme. Par diagonali-
sation, il est facile de voir qu’il existe une suite de puissances positives
de A qui tend vers la matrice idendite´, et donc il existe une suite de
puissances de A qui tend vers A−1. D’apre`s ce qui a e´te´ dit au de´but, on
a donc A−1(X) inclus dans X et donc aussi A(X) = X .
Preuve de la Proposition 5: D’apre`s la Proposition 1, l’application li-
ne´aire A = Df(0) envoie X dans X , donc d’apre`s le lemme pre´ce´dent,
ceci reste vrai pour A−1. On applique (R2) a` A−1 ◦ f pour conclure.
Remarque. Pour un domaine borne´ ou plus ge´ne´ralement une varie´te´
complexe hyperbolique, la diffe´rentielle d’une auto-application holomor-
phe en un point fixe a ses valeurs propres de module au plus un. Ceci
peut eˆtre mis en de´faut pour un domaine disque´ D pseudo-convexe
ve´rifiant (R2). On prend D = {(x, y) ∈ C2 | |xy| < 1, |x| < 1} et
pour f l’application line´aire qui a` (x, y) associe (x/2, 2y). Le fait que D
ve´rifie (R2) est une conse´quence du the´ore`me du chapitre suivant.
Donnons pour finir ce chapitre, des exemples de domaines pseudo-
convexes disque´s et non borne´s qui ve´rifient les hypothe`ses donne´es
pour (R3). On note j la jauge d’un domaine de l’Exemple 1 et s la
jauge d’un domaine de type de´fini dans l’Exemple 2. Soit X un domaine
disque´ de´fini par la jauge j + s. Il est pseudoconvexe car j et s sont psh
et ne contient pas de droite vectorielle car s(x) > 0 en dehors de l’ori-
gine (un domaine de type de´fini dans l’Exemple 2 ne contenant pas de
droite vectorielle). De plus, il est non borne´. En effet ceci signifie que la
restriction de j+ s a` la sphe`re S3 peut eˆtre rendue arbitrairement petite
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en un point. Cette assertion se prouve en utilisant que pour ǫ > 0 l’en-
semble {x ∈ S3 | s(x) < ǫ} est un ouvert non vide et que j s’annule sur
un ensemble dense de droites vectorielles. Reste a` montrer que toutes les
directions sont bonnes. Dans le cas contraire ln(j+s) serait une fonction
pluriharmonique sur un ouvert non vide W (voir paragraphe suivant).
On e´crit alors en se restrignant a` W : j = exp(u) et s = exp(v) et
j + s = exp(w) avec u et v psh et w pluriharmonique. Ceci implique en
particulier que u est pluriharmonique sur W . Mais c’ est impossible car
par construction de l’Exemple 1, u vaut −∞ sur un ensemble dense.
4. Le cas de la dimension deux
Comme nous l’avons annonce´, nous donnons un re´sultat pre´cis en
dimension deux. Pour ceci, nous introduisons :
De´finition 4. Les domaines disque´s pseudo-convexes exceptionnels
sont C2 et les domaines de´finis de la manie`re suivante :
On se donne n forme line´aires f1, . . . , fn non nulles sur C
2 (on suppo-
sera aussi par convenance pour la suite qu’elles sont non proportionnelles
deux a` deux), et n nombres re´els strictement positifs : a1, . . . , an. Le do-
maine associe´ est alors de´fini par :{
(x, y) ∈ C2 |
n∏
i=1
|fi|
ai < 1
}
.
On dira aussi que le domaine exceptionnel est du premier type s’il est
e´gal a` C2 ou s’il est de´fini a` partir d’une ou deux formes line´aires et du
second type sinon.
Voici le the´ore`me principal :
The´ore`me 4. Tous les domaines disque´s pseudo-convexes satisfont au
the´ore`me d’unicite´ de Cartan a` l’origine (proprie´te´ (R2)) a` l’exception
e´ventuelle des domaines exceptionnels.
Remarque. Il est aise´ de montrer que les domaines du premier type ne
satisfont pas au the´ore`me d’unicite´. Le cas de C2 a e´te´ vu. Le cas n = 1
(produit du disque par C) se traite de la meˆme manie`re. Pour n = 2, on
se ramme`ne au cas f1 = x et f2 = y et on conside´re des applications :
(x, y) → (exp(−a2h(x, y))x, exp(a1h(x, y))y avec h une fonction entie`re
sur C2 nulle a` l’origine.
Preuve du The´ore`me 4: Pour la preuve, nous utilisons certains re´sultats
de la the´orie du pluripotentiel (voir [5]). On conside`re un domaine disque´
pseudo-convexeX dans C2. On noteGX la fonction de Green du domaine
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qui est par de´finition le logarithme de la jauge. On sait que ddCGX est
le pull-back d’une mesure de probabilite´ m sur P1 et que la donne´e de m
caracte´rise de manie`re unique a` une constante additive pre`s la fonction
de Green GX . On fait alors la remarque suivante : Si d ∈ P
1 n’est pas
une bonne direction, il s’en suit que la fonction de Green GX est pluri-
harmonique au voisinage d’un x0 de C
2 qui pointe dans la direction d.
En utilisant une section locale s de P1 dans C2− (0) qui envoie d sur x0,
ceci signifie aussi que GX ◦ s est localement pluriharmonique, ou que le
ddC de cette fonction est nul et donc la mesure m associe´e ne charge pas
la direction d.
On a vu que si un domaine disque´ pseudo-convexe ne satisfait pas au
the´ore`me d’unicite´ de Cartan, alors le nombre de ses bonnes directions
est fini. Mais ceci implique alors que m est une combinaison line´aire
finie a` coefficients positifs de masse de Dirac sur P1. En e´crivant ex-
plicitement m sous la forme
∑
i aiδdi et en posant di = p((bi, ci)), on
voit qu’une solution G satisfaisant a` l’e´quation ddCG = m est de la
forme
∑
i ai ln |bix+ ciy|. L’unicite´ permet de conclure.
Pour les domaines exceptionnels du second type, nous avons le re´sultat
partiel suivant :
Proposition 6. Un domaine exceptionnel (voir De´finition 4) de´fini a`
partir de n formes line´aires fi (avec n ≥ 3) et par des ai tous e´gaux a` 1
ve´rifie (R2).
Preuve: Faisons d’abord la remarque ge´ne´rale suivante : Soient P un
polynoˆme homoge`ne sur Cn et X le domaine de´fini par : {x ∈ Cn |
|P (x)| < 1}. Soit g une auto-application holomorphe du domaine X
laissant fixe l’origine et tangente a` l’idendite´ en ce point. Le domaine U
est pseudo-convexe disque´ et sa jauge est une puissance de |P |. D’apre`s la
Proposition 4, on a : |P ◦ g| = |P |. Ceci implique qu’il existe a complexe
de module un tel que : P ◦ g = aP et a vaut 1 car g est tangent a`
l’idendite´.
On particularise maintenant la situation en prenant pour P un pro-
duit de n ≥ 3 formes line´aires fi sur C
2 non proportionnelles deux
a` deux. Quitte a` faire une transformation line´aire, on peut supposer
f1 = x et f2 = y et les fi de la forme x − aiy pour i ≥ 3. On fixe
s complexe non nul de module plus petit que 1. On conside`re g comme
pre´ce´demment et on note g1 et g2 ses deux composantes. Pour s com-
plexe non nul de module plus petit que 1 on note Zs la courbe alge´brique
affine de´finie par {P = s}. La restriction de la fonction h = g1/g2 a`
cette courbe ne prend pas les valeurs 0,∞, a3, . . . , an. Ceci se de´duit
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de l’e´galite´ P ◦ g = P . On notera aussi que pour s assez petit en mo-
dule, cette fonction n’est pas constante. Dans le cas contraire, on au-
rait toujours par l’e´galite´ pre´ce´dente g1 et g2 constant sur Zs, ce qui
est contradictoire avec g tangent a` l’idendite´ en l’origine. On supposera
cette condition remplie dans la suite. La comple´tion projective Zs de Zs
est lisse et s’obtient a` partir de Zs en lui ajoutant n points a` l’infini.
D’apre`s le grand the´ore`me de Picard et en utilisant n ≥ 3, la fonction h
se prolonge en une fonction holomorphe (encore note´e h) a` valeurs dans
la droite projective P1. Chaque valeur 0,∞, a3, . . . , an est alors prise
par h en un des n point a` l’infini et chacun de ces points correspond a`
une des directions {fi = 0}. En conside´rant les poˆles et les ze´ros de h, on
de´duit qu’il existe deux entiers p et q positifs et premiers entre eux ainsi
qu’une constante d tels que : hp = d(fi/fj)
q. A priori tous ces e´le´ments
de´pendent de s. Mais on voit qu’ils en sont inde´pendants en remarquant
que les possibilite´s sont de´nombrables et donc pour un ensemble non
de´nombrable de s on aura les meˆmes choix. Un argument e´le´mentaire
d’analycite´ permet de conclure.
La relation P ◦ g = P jointe au fait que g est tangente a` l’idendite´
permet de montrer qu’il existe n fonctions holomorphes li de´finies sur X
et telles que g1 = xl1, g2 = yl2, g3 = (x − a3y)l3, etc. . . . ou` on a pose´
g3 = g1 − a3g2, etc. . . . . Toujours d’apre`s la relation P ◦ g = P , on
a que le produit des li vaut 1 et en particulier les li ne s’annulent pas.
De ces remarques, il s’ensuit d’abord que p et q sont e´gaux a` 1, et donc
que a1 = a2. En raisonnant ensuite sur g1 et g3 etc. . . ., on voit que tous
les ai sont e´gaux, ce qui va impliquer qu’ils sont tous e´gaux a` un. Ceci
termine la preuve.
Remarque (sugge´re´e par Daniel Naie). En utilisant le the´ore`me de
Riemann-Hurwitz, on peut montrer de`s le de´part que p et q sont e´gaux
a` un.
On a aussi la proposition suivante :
Proposition 7. Les seuls domaines disque´s pseudo-convexes de C2 qui
contiennent une courbe entie`re non constante diffe´rente d’une droite vec-
torielle sont les domaines exceptionnels du premier type.
Remarque. Ceci implique que les domaines disque´s pseudo-convexes
de C2 qui sont Brody-hyperbolique (i.e. qui ne contiennent pas des
courbes entie`res non constantes) sont les domaines qui ne contiennent
pas de droite vectorielle comme par exemple ceux de l’Exemple 2. Ceci
se montre en utilisant la proposition et en remarquant que tous les do-
maines du premier type contiennent une droite vectorielle. Notons que
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des exemples de domaines disque´s Brody-hyperboliques et non hyper-
boliques (c’est a` dire non borne´s) avaient e´te´ donne´s [9]. Ces exemples
n’e´taient pas pseudo-convexes.
Preuve de la Proposition 7: Supposons l’existence dans un domaine dis-
que´ pseudo-convexe X de C2 d’une courbe entie`re qui ne soit pas conte-
nue dans une droite vectorielle. Le cas ou` cette courbe est situe´ dans
{jX = 0} a de´ja` e´te´ traite´ et alors X = C
2. Sinon, cette courbe ne
passant pas par l’origine, on associe a` chacun de ses points la direction
dans P1 de la droite joignant l’origine a` ce point. Notons que ces direc-
tions ne sont pas bonnes car en chacun des points associe´ a` une telle
direction, il passe un disque analytique qui est la courbe entie`re ou un
homothe´tique. En revenant a` l’application entie`re correspondant a` la
courbe, on voit qu’on a une application holomorphe de C dans P1. Par
le the´ore`me de Picard, l’image e´vite au maximum deux points. Donc on
a ne´cessairement un domaine exceptionnel du premier type.
Donnons pour terminer une autre proposition qui caracte´rise les do-
maines exceptionnels du premier type.
Proposition 8. Un domaine disque´ pseudo-convexe X dans C2 est ex-
ceptionnel du premier type si et seulement si il existe un automorphisme
line´aire A tel que A(X) = X et A n’est pas semblable a` une matrice
diagonale dont les valeurs propres sont de module un.
Preuve: On ve´rifie aise´ment qu’un domaine exceptionnel du premier type
a des automorphismes line´aires ve´rifiant les conditions de la proposition.
Pour voir que la condition est ne´cessaire, on regarde ce qui peut se passer
pour A (a` conjugaison line´aire pre`s). On note a et b les deux valeurs
propres de A.
1) |a| > 1, |b| > 1 ou |a| < 1, |b| < 1.
Quitte a` remplacerA par son inverse, on peut supposer qu’on est
dans le premier cas. Il est alors facile de voir que pour n’importe
quelle boule ouverte B centre´e a` l’origine, l’union des An(B) (n
variant dans N) est tout C2. On a donc X = C2 dans ce cas.
2) |a| < 1 ≤ |b|.
On remarque que la fonction de Green d’un domaine invariant
par A est elle aussi invariante par A. Ceci implique que la mesurem
associe´e sur P1 est invariante par l’homographie h : z → cz associe´e
a` A avec |c| < 1 (ici la droite projective est vue comme C ∪ ∞).
En prenant un disque D de rayon suffisemment petit centre´ en
un point diffe´rent de 0 et ∞, on voit que les cn(D) sont disjoints
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pour n variant dans Z. Comme la mesure m est finie, ceci implique
qu’elle ne peut que charger l’ensemble {0,∞}. On est bien dans
une situation exceptionnelle du premier type.
3) Il reste le cas ou` a et b sont e´gaux et de module 1, et la ma-
trice A triangulaire. On peut se ramener au cas a = b = 1 et
on raisonne comme pour 2). Ici la mesure m est invariante par la
translation z → z + 1. Le seul point qui peut eˆtre charge´ est le
point a` l’infini. On est donc a` e´quivalence line´aire pre`s dans le cas
de C2 ou dans celui de C×∆.
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